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1. LE FUNZIONI
Intendiamo per funzione® qualsiasi legge che fa corrispondere un numero appartenente a quello che
va sotto il nome di dominio della funzione ad un altro numero appartenente ad un altro insieme
chiamato codominio.
E' consuetudine indicare questa legge di corrispondenza con la notazione

y=f(x)

nella quale con x si indica un numero del dominio; con y il corrispondente numero del codominio e
con f la particolare legge che lega i valori x ai rispettivi valori y.

Va subito detto che

e il dominio di una funzione puo essere l'insieme di tutti i numeri reali, ma puo essere solo un
particolare intervallo compreso tra il numero a e il numero b. Quest'intervallo va indicato
con la seguente notazione: [a,b].

e Qui noi studieremo soltanto funzioni univoche o ad un solo valore, nelle quali, cioé ad
ogni valore x del dominio corrisponde uno ed uno solo valore re y del codominio.

e Se ad un determinato valore di x (per esempio x=3) corrisponde il valore y=5, non & detto
che al valore y=5 corrisponda solo il valore x=3: al valore y=5 potrebbero corrispondere,
oltre al valore x=3 anche altri valori di x.

I modi pit comuni per rappresentare una funzione, cioé il legame tra i valori di x e quelli di y sono:
rappresentazione tabulare (esempio: per rappresentare I'andamento della temperatura ambiente
nelle varie ore della giornata si puo ricorrere ad una tabella a due colonne, una per le ore e l'altra per
le temperature)

programma informatico da impiegare nei calcolatori o in alcune calcolatrici nei quali un
particolare programma fa passare da un valore x introdotto, al corrispondente valore y

espressione analitica che consiste in una serie di operazioni matematiche da eseguire
ordinatamente sul valore di x introdotto e che fornisce come risultato il valore di y corrispondente.

Le funzioni analitiche sono le piu diffuse. Su queste concentreremo la nostra attenzione, servendoci,
in piu, qualche volta, della rappresentazione tabulare.

1.1 rappresentazione grafica di una funzione analitica

1.1.1. Laretta
Data la funzione
y=3x+1 Q)
diamo a x alcuni valori del tutti arbitrari e ricaviamo di conseguenza i valori risultanti per y. Si

ottengono cosi delle coppie di numeri (X,y) che scriveremo nella seguente tabella:
TAB. 1

X

y

-5
1

4

7
10
13

1
N

A wWwDNEO

! In queste note prenderemo in esame soltanto funzioni reali perché dominio e codominio s‘intendono, qui, insiemi di
numeri reali.



1/3/2007

Chiameremo x variabile indipendente (quella cioé alla quale possiamo dare dei valori arbitrari)?.
Chiameremo y variabile dipendente (quella cioe i cui valori sono conseguenti ai valori dati a x).

Dopo di che é chiaro anche il significato di f(-2); di f(0); di f(1) ecc.: sono i valori che y assume
quando a X viene dato il valore-2; 0; 1; ecc.

Vediamo ora di rappresentare su un diagramma le coppie di numeri della tabella sopra riportata.
Disegniamo due rette perpendicolari, una orizzontale e I’altra verticale.

Mediante due frecce stabiliamo su ciascuna un verso positivo.

Infine, stabilita su ciascuna retta un’unita di misura, definiamo su una la scala dei valori di x (nel
diagramma, x si chiama ascissa) e sull’altra la scala dei valori di y (y si chiama ordinata).

Cio premesso, indichiamo con delle crocette i punti definiti dalle coppie di numeri della precedente
tabella. E, come si vede in fig. 1, constatiamo subito che questi punti sono allineati, stanno cioé su
una retta.

Figura 1

La (1) e detta anche equazione algebrica di 1° grado a due variabili.

algebrica  secondo membro costituito da somma algebrica di termini contenenti una costante
moltiplicata per una potenza di x con esponente intero, eventualmente nullo.

1°grado il massimo grado col quale si presenta la x & 1.

Si potrebbe facilmente dimostrare che qualunque equazione algebrica di 1° grado a due variabili
rappresenta, sul piano cartesiano®, una retta.

Riflettendo su come sono state ricavate le coppie di numeri della TAB.1 é facile concludere che
queste coppie di numeri sono soluzioni dell’equazione (1), sono cioé numeri che sostituiti
rispettivamente ad x e a y soddisfano I’equazione.
Se per esempio sostituiamo nell’equazione (1) la coppia di numeri (-2; -5) rispettivamente ax e a 'y
si ottiene

-5=3(-2)+1

-5=-5
cioé I’equazione € soddisfatta da questa coppia di numeri. Quindi questa coppia di numeri € una
soluzione dell’equazione.

2 Come si & detto, talvolta questi valori, pur essendo arbitrari, devono essere compresi in un intervallo detto dominio.
Per es. x>0; oppure: 1<x<5; oppure - /2 X [2; ecc. ecc.
® Le due rette orientate e munite di scala sono dette assi cartesiani; il piano da essi definito & detto piano cartesiano.
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1.1.2. Osservazioni

Data I’equazione
y=ax+b

lo studente provi a dare ai coefficienti a e b valori arbitrari positivi e negativi e a disegnare le rette
che ne risultano.

Si potra facilmente osservare che:
1. se aé positivo, la retta va verso I’alto percorrendola da sinistra a destra;
2. se a e negativo, la retta va verso il basso;
3. Db rappresenta I’ordinata del punto della retta che taglia I’asse y
4. se b =0, laretta passa per I’origine degli assi cartesiani (punto di coordinate 0,0)

Si puo inoltre dimostrare facilmente che a rappresenta la tangente trigonometrica dell’angolo che
la retta forma con I’asse x (0 con qualungue retta ad esso parallelal).

Se il punto P di coordinate (Xq Yo) appartiene alla retta r di
equazione y=ax+b allora deve essere soddisfatta

. r
I’uguaglianza yA X0 P
Yo=a Xo+h 5
dalla quale si ricava che: \
Yo =b .
a=——— .
X, 3 o
Ma questo rapporto, come si vede nella figura a fianco, Q- H>
uguale a
PR-HR _ PH e
= =tga R X
QH QH R R T

tenuto conto della definizione di tangente di un angolo. Figura 2

Dunque il coefficiente a (che chiameremo parametro angolare) dell’equazione di una retta
rappresenta la tangente trigonometrica dell’angolo che la retta forma col verso positivo
dell’asse x. Cioe il coefficiente a fornisce la pendenza della retta.

Una conseguenza immediata di questo fatto & che se due rette hanno equazioni con lo stesso
parametro angolare, sono parallele.

Un altro problema di semplice soluzione é la determinazione delle coordinate del punto di
intersezione di due rette rq ed ro di cui si conoscano le equazioni.

Si osservi, a tale proposito, che dato che il punto di intersezione appartiene alla retta rq, le sue
coordinate devono essere una soluzione dell’equazione della retta rq; ma poiché questo punto
appartiene anche alla retta rp, le sue coordinate devono essere una soluzione anche dell’equazione
della retta rp. E I’algebra insegna che per trovare le soluzioni comuni a due equazioni basta

risolvere il sistema delle due equazioni. Le coordinate del punto di intersezione saranno la
soluzione del sistema.
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Esempio. Date le due equazioni:
r) y=x-1

ro) y=-0,5x+2

Mettendole a sistema si ha:

y=x-1
y =-0,5x+2

sottraendo membro a membro: £ 1 %75 3 2 2 3
0=15x-3
da cui:
3
=—=2; =2-1=1 &
15 y

Il punto di coordinate (2; 1) e I’intersezione
delle due rette.

Figura 3

Esaminiamo infine due casi particolari di equazioni di 1° grado:

1) y=3

Questa equazione é del tipo ax+b con a=0. Cio significa che I'equazione rappresenta una retta
parallela all'asse x (perché forma un angolo di ampiezza nulla con I'asse delle x) e tutti i suoi punti
hanno ordinata 3 (cioe la retta dista 3 dall'asse x).

2) x=2

Questa equazione rappresenta una retta parallela all'asse y perché tutti i suoi punti hanno ascissa
2, qualunque sia la loro ordinata. La distanza di questa retta dall'asse y e 2.

1.1.3. Altre funzioni
Esaminiamo ora un’altra funzione di x:

y=0,5x* —x+1 (2)
Se procediamo in modo analogo a quello seguito per I’equazione (1) si ottiene il seguente
diagramma:
TAB. 2
X y ¥
-2 5 E-‘. »
-1 2,5 2 7
0 1 . 4
1 05 . &
2 1 ., &
3 2,5 e, o
4 5 I E"‘H—-.-—{.F T T
5 8,5 b
1 4 4
5 13 2 0 2 6 g
Figura 4

Naturalmente dando a x altri valori, si otterrebbero altri valori di y e quindi altri punti del
diagramma.

Rappresentiamo a titolo di esempio qualche altra funzione di x.
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y =2x*-8x*-3x-5 (3)

TAB. 3
X y ¥
-2 -47 ' 130
-1 -12 190 ?
0 5 /
1 -14 10
2 -27 n /
3 _32 I T T T T 1]
4 17 1 5 : §
5 30 -
6 121 -1
Figura 5
X
S — 4
YT )(x-9) @

Il diagramma di questa funzione é rappresentato nella fig. 4.
Si osservi che per x=5 risulta
5 5
Y780 0
che non ha senso, perché non esiste alcun numero che moltiplicato per zero dia 5.
Ad un risultato del tutto analogo si arriva dando a x il valore —1.

Tutto cio significa che la funzione (4) non esiste per x=5 e per x=-1. Cioe nella funzione (4) si
puo dare a x qualunque valore purché diverso da 5 e da —1. Si usa allora dire che il dominio della
funzione (4) é

X 5:x -1
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TAB. 4

X y ki

-3 -0,1875 : 20—

-2 -0,285714

-1,6 -0,40404 i 7
-1,2 -0,967742

-1,1 -1,803279 \

-
Lh

-1,01 -16,80532
-1

-0,99 16,52755
-0,9 1,525424

-0,8 0,689655
0 0 #kg
1 -0,125 * S ——— |
202222 | 3 b ¥ il p: 3 zr‘\ 5 6
3 -0375

-
Las]

Un

4 .08

4,4 -1,358025 \

4,6 -2,053571 46

4,8 -4,137931 \
|

4,95 -16,63866

5 =15
5,05 16,69421 ¢
52 4193548
54 2,109375 ' =20
56 1414141

6 0,857143

Figura 6

Come si vede sul diagramma man mano che ci si avvicina con i valori di x al 5 (da sinistra, cioe per
valori crescenti), i valori di y diventano negativi e sempre piu grandi in valore assoluto.
Analogamente man mano che ci si avvicina al 5 da destra, i valori di y diventano positivi e sempre
piu grandi.

Si dice allora che la retta verticale passante per il punto di ascissa 5 € un asintoto.

Cosi pure avvicinandosi al -1 si trovano valori di y sempre pit grandi (in valore assoluto). Anche
per il punto di ascissa —1 abbiamo un asintoto verticale.

Rappresentiamo ora i diagrammi delle due funzioni trigonometriche seguenti:
y =sen x: y = C0S X (5)

Com’é noto il dominio di queste due funzioni é tutto I’asse reale
(esistono, cioé, per qualunque valore positivo 0 negativo

Verso positivo

dell’argomento x). Per rendersene conto basta pensare che queste ; misura angoli
due funzioni sono date dal rapporto trai latiae b e il raggio r: 8 \
sen x = alr 8
cos X = b/r b

Ora ¢ chiaro che questi rapporti esistono sempre, qualunque sia il
valorediaedib.
Ricordiamo infine che la periodicita di queste due funzioni ¢ 2 .
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Noi qui rappresenteremo queste due funzioni nel campo

-2 x 2
(-90° x 360°)

Nella TAB.6 i valori di x sono stati indicati sia in gradi sessagesimali, sia in radianti (perché alcune
calcolatrici e alcuni programmi forniscono i valori delle funzioni trigonometriche solo se si esprime
I’argomento in radianti).

Ricordiamo che il radiante (che si indica con rad) é I’unita di misura degli archi e corrisponde ad un
arco di cerchio lungo come il raggio, ovvero ¢ il rapporto tra la lunghezza di un arco e il rispettivo
raggio. Di conseguenza, I’ampiezza in radianti di una circonferenza (ovvero di un arco
corrispondente ad un angolo di 360°) &

circonferenza 2
- =" =2rrad

raggio r
dove il valore di  approssimato a 15 decimali &
3,141592653589790

Torna utile ricordare la corrispondenza tra archi e angoli per le ampiezze pit comuni:

TAB. 5
gradi rad
30 /6 = 052359878
45 /4 = 0,78539816
60 /3 = 1,04719755
90 /2 = 157079633
135 3 /4 = 235619449
150 5/6 = 261799388
180 = 3,14159265
270 3/2 = 4,71238898
360 2 = 6,28318531
TAB. 6
X y y ¥
gradi rad senx COsX b5
90 -1,5708 -1 6,1E-17
60 -1,0472| -0,87 05 . "
45| -0,7854 -0,71] 0,70711] B '\ /‘_
30, -0,5236]  -0,5 0,86603 o E -

q q 0 1

30 05236 05 0,86603 \

45 0,7854 0,707] 0,70711 — & : : : : : — rad
60 1,0472 0,866 08 [ 5 4 / 1 3\ 4 / . / )
90 1,5708 1 6,1E17 -,

1200 2,0944 0,866 05

150 2618 05 -0,866 “m }Q\ _//

180  3,1416] 1E-16 -1 * b —
2100 36652 0,5 -0,866
240 41888 0,87 -0,5 -1.5-
270 4,7124 -1 -2E-16 | —d— see  —B— oosx |
3000 5236 -087 0,5
315 54978 -0,71] 0,70711
360  6,2832 -0 1
Figura 7
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Rappresentiamo infine la funzione:
y=tang x* (6)

Ricordando la definizione di tang x (rapporto tra i segmenti a e
b) é chiaro che quando x=90° (ovvero /2) (P B) quel rapporto
perde di significato perché b si riduce a zero e un numero diviso
per zero non ha significato. Si dice cioé che per x = 90° la
funzione tang x non é definita, non esiste. Analogamente si puo
dire per x = 270° (P D). Esiste pero in qualunque altro punto
prossimo a 90° (o a 270°) purché diverso da 90° (e da 270°). E il
suo valore assoluto diventa tanto piu grande, quanto piu X si
avvicina a detti valori.

Questa circostanza si riassume dicendo che il diagramma di tangx
presenta un asintoto verticale per x = /2; per x =3 /2; ecc

La funzione tang x ha periodicita

TAB. 7

X y

gradi | rad tangx tangx
-90| -1,5708] -2E+16
-85 -1,4835 -11,43]
-80 -1,3963] -5,6713
=70 -1,2217|  -2,7475|
-60] -1,0472] -1,7321
-45  -0,7854 -1
-30 -0,5236] -0,5774
-20 -0,3491 -0,364
-100 -0,1745 -0,1763
-5 -0,0873 -0,0875

0 0 0]
5 0,0873 0,08749
100 0,1745 0,17633

b
o

=
I

e
@©

200 0,3491] 0,36397 t . : . o - . . . . - |
300 055236 0,57735 -2 -6 -1, 04 Q9 04 08 1,2 1l 2,24 28 3,2 3
45 0,7854 1

60 1,0472] 1,73205) -

700 1,217 2,74748

80| 1,3963 5,67128

85| 1,4835 11,4301

90| 15708 16E+16 16

01 15882 57,29 + T

o5 16581 -11,43

1000 11,7453 56713 s

110  1,9199 -2,7475
120 2,0944 -1,7321
135  2,3562 -1
150 2,618 -0,5774
180 3,1416] -1E-16|

Figura 8

* In alcuni testi si pud trovare la notazione tgx.
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2. IL LIMITE DI UNA FUNZIONE

Riprendiamo I’equazione (2) e il relativo diagramma:
y=0,5x? - x+1 (7

st

"

[
ﬁ; O O D B B

-4

Bl
=]
Bt
i 9
=
L]

Figura 9

Vogliamo esaminare i valori di questa funzione in prossimita del punto di ascissa x = 4. Precisiamo
subito che ora non ci interessa conoscere il valore, se esiste, che la funzione acquista per x=4; bensi
i valori che la funzione assume per valori di x vicinissimi a 4.

Possiamo per esempio calcolare y per i valori di x inferiori e superiori a 4 per alcuni decimi (v.
TAB. 8.

(Si ricordi che i valori di y sono rappresentati nel diagramma dalle ordinate dei punti del
diagramma stesso)

TAB. 8
X y ¥
31 2705 R
3,2 2,92
33 3145 - ra

34 3,38 //'/
35 3625 =

36 3,88

37 4145 /'/

38 4,42 6 /

39 4705

41 5305

42 5,62 4

43 5945

44 6,28 3

45 6,625

46 6,98

47 7345 2 ' ' ' ' ' T T " " )
48 772 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50
49 8,05

Figura 10

Analogamente se diamo a x valori che distino di pochi centesimi da 4 possiamo ottenere i
corrispondenti valori di y come illustrato nella tabellina e nel diagramma seguenti:

10
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TAB. 9

X

391
3,92
3,93
3,94
3,95
3,96
3,97
3,98
3,99

4,01
4,02
4,03
4,04
4,05
4,06
4,07
4,08
4,09

y
4,73405
4,7632
4,79245
4,8218
4,85125
4,8808
4,91045
4,9402
4,97005

5,03005
5,0602
5,09045
5,1208
5,15125
5,1818
5,21245
5,2432
5,27405

54 1

]

33

£}

5,2

£}

51

t]

4.9

|7

4,7 T T

. /

320 352 35594

3,96

T T T

392 400 402

4,04

4,06

408 4,10

Figura 11

E’ chiaro che potremmo continuare a calcolare i valori di y per x che disti da 4 per pochi millesimi,
per pochi decimillesimi, e cosi via: troveremmo sempre valori di y, sempre piu prossimi a 5, ma
diversi da 5.

Si usa allora dire che 5 & il limite della funzione y =0,5x* - x+1 per x tendente a 4. E si usa
scrivere:

lim, ,05x*-x+1=5 (8)
Prendiamo ora in esame un’altra funzione:
X2 +x-2
= 9
1 )

Osserviamo intanto che nel punto x=1 essa non € definita.
Infatti per x = 1 risulta

<
1
oo

cioé y é indeterminato poiché qualunque numero moltiplicato per zero da zero.

Il fatto che nel punto x=1 la funzione (9) sia indeterminata, non vuol dire che non possa esistere il
limite di questa funzione per x tendente a 1.

Per accertarcene, verifichiamo se esistono valori di y per qualunque valore di x 1 per quanto
vicino a 1. Ricorriamo alla solita tabella e al solito diagramma:

11
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TAB. 10

X y ¥

05 2,5 3,5

0,6 2.6l /

0,7 2,7 3

038 2,8

09 29 2s

11 3,1

19 39 2 . - . . , , - . .

13 33 05 06 07 08 0% 1 1,1 1,2 13 14 15
14 34

Figura 12

E indagando nei punti ancora piu vicini a x=1 troviamo

TAB. 11
X y o
096 2.9 306 -
097 297 3,04 e
098 2,98 302 P
099 299 3

298 o
100 301 2,96
T HEET: B o S —
: ; 0% 097 0% 0% 1 101 102 1,05 1,04 1,05 108
1,04 304
1,05 305

Figura 13

Insomma ci accorgiamo che
1) per qualunque valore di x 1 esistono valori diy
2) piu i valori di x sono vicini a 1, tanto piu i valori di y si avvicinano a 3
3) anzi, se si fissa arbitrariamente un valore vicinissimo a 3, ad esempio 3,0001, é possibile
trovare un valore di x per il quale y diventa < 3,001 pur mantenendosi > 3.

(Una qualunque calcolatrice consente rapidamente di trovare, per tentativi, uno di questi numeri:
per esempio per x = 1,0008 risulta Y = 3,0008 che & appunto < 3,001).

Allora possiamo concludere che 3 € il limite della funzione (9) per x tendente a 1.
Cioé
X +x-2

lim
X-1 X—l

3 (10)

12
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2.1. Digressione sulle funzioni continue
Qual ¢ la differenza tra la (8) e la (10)?

Nell’esempio (8) il limite per x tendente a 4 (cioé il numero 5) coincide con un valore della
funzione (quello che essa assume per x = 4).

Invece nell’esempio (10) il limite per x tendente a 1 (cioé il numero 3) non é un valore di y, anzi
per x =1 la funzione non & neppure definita.

Si usa allora dire che la funzione y = 0,5x* - x +1 & continua nel punto x = 4.

2
. . X"+ x-2 . S
Mentre invece che la funzione y =———— ha una discontinuita nel punto x = 1.

In altre parole, se la funzione f(x) e continua nel punto c, allora si pud concludere che il limite di
f(x) per x tendente a c esiste, ed e uguale a f(c).

Ma come si fa a sapere se una funzione é continua?

La risposta richiede I'analisi di alcune funzioni fondamentali che sarebbe troppo lungo sviluppare.
Diamo invece un criterio pratico per la determinazione della continuita o non continuita di una
funzione. Tale criterio e applicabile se si dispone del diagramma della funzione.

Il criterio e il seguente:

La funzione e continua se, descrivendo con la penna tutti i punti del suo diagramma, non si &
mai costretti ad alzare la penna per non toccare punti non appartenenti al diagramma.

Se ad esempio consideriamo il diagramma della funzione y = tang X illustrato nella fig. 8, é facile
notare che percorrendo con la penna da sinistra a destra il diagramma, si deve ad un certo momento
(giunti a x = /2) alzare la penna per passare sul ramo successivo, salvo toccare punti che non
appartengono al diagramma della funzione tang x.

X

4

Cosi pure se esaminiamo il diagramma della funzione f (x) = — illustrato in figura 14 constatiamo

vA

y=f(x)

v

y=f(x)

Figura 14

che per passare da sinistra a destra dell'asse y si deve alzare la penna: dunque nel punto zero la
funzione non e continua.

13
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2.2. Funzioni discontinue con limite infinito
Riprendendo I'esame dei limiti di funzioni discontinue, consideriamo la funzione
X
== 11
Y X+ D(x-5) (1)

e cerchiamo di determinare, se esiste, il limite in quel punto.

Abbiamo gia visto in un paragrafo precedente che questa funzione non esiste per x=-1 e per x=5.
Vogliamo pero calcolare il limite
X

lim, ,——
(x+1)(x=5)

TAB. 12
X y ¥
495  -16,6387 e
496 -20,8054
497 -27,7499 7500
498  -41,6388
499  -83,3055
4,995 -166,639 5500
4,996| -208,306
4997  -277,75 +
4,998 -416,639 3500
4,999 -833,306 l
49995  -1666,64 l
49996 -2083,31 1500 !

49997  -2777,75
49998  -4166,64
49999  -8333,3]

5004

50001  8333,361
5,0002]  4166,694
50003 2777,806 -2500
50004 2083,361
5,0005  1666,694
5001 833,361l 4500 i
5,002 416,694
5,003 277,8055
5,004 208,3611
5,005  166,6944
501 83,36106
502  41,69435
5,03  27,80542 -8300 -
504/ 20,86093
505 16,6942

-6500

Figura 15

Come si vede dalla tabella e dal diagramma, quanto piu i valori di x si avvicinano a 5, tanto piu

grandi, in valore assoluto, diventano i corrispondenti valori di y.

Anzi si puo fissare un numero grande a piacere e si trovera sempre un valore di x che, introdotto

nella funzione (11), fornira per y un valore maggiore di quel numero grande prefissato.
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Fissato ad esempio il numero 100.000, si puo facilmente trovare, con I’aiuto di una calcolatrice, che
per x = 5,000008 si ottiene un valore di y pari a 104.167 che & manifestamente > 100.000.

Una tale circostanza si esprime dicendo che il limite della funzione y:; per X
(x+1)(x-5)
tendente a 5 e infinito. In formule:

. X

lim, ,———— =0 12
% (x+1)(x-5) (12)

Si ribadisce che anche in questo caso esiste il limite per x tendente a 5, ma non esiste il valore della

funzione per x = 5. Analogamente si puo dire che per x tendente a —1 esiste il limite (ed & pure

uguale a ), ma non esiste il valore della funzione per x = -1.

La funzione in parola quindi ha due punti di discontinuita: x = 5; x = -1.

Si possono facilmente trasportare questi concetti alla funzione y = tang x.

Osservando la fig. 16 e tenendo conto della definizione di tangx, B,
si vede che quanto piu x si avvicina a 90° il lato b diventa
sempre piu piccolo e il rapporto
a
tang X = a C Y A
b b
diventa sempre piU grande. Ma per x = /2° il rapporto perde
significato in quanto il denominatore diventa nullo.
Diciamo allora che la funzione y = tang x non esiste per x= /2 5
ma che il limite di tang x per x tendente a /2 é infinito. Figura 16
In formula:
lim, ,,,tgx =00

Oltre che per x = /2 la funzione y = tang X non esiste neppure per x = 3 /2 e in generale (a causa
della periodicita della funzione) per

X = [2+k (con k = numero intero relativo)

In quei punti invece esiste il limite e questo limite vale

2.3. Limite destro e limite sinistro

Quando si parla di limite di una funzione f(x) per x tendente a c si sottintende che x puo avvicinarsi
a ¢ sia da sinistra che da destra e che in ogni caso il limite & unico.

In alcuni casi, pero, se ci si avvicina a ¢ da sinistra f(x) tende ad un limite I; mentre se ci si avvicina
da destra, f(x) tende ad un limite |, diverso da l;. In questi casi non si puo piu parlare di limite,
bensi di limite sinistro e di limite destro e si scrivera

lim _f()=1, e lim . f(x) =1,

® Si ricordi che I’arco di ampiezza = /2 corrisponde all’angolo di 90°. Per gli altri valori, v. TAB. 5.
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A titolo di esempio esaminiamo il diagramma di fig. 15. Come si vede se ci avviciniamo al punto
x=5 da sinistra, la funzione tende a - , mentre se ci si avvicina al punto 5 da destra la funzione
tende a + . Analogamente di puo dire per il punto 1.
Quindi si potra scrivere (con maggior precisione di quanto non abbiamo fatto nella (12)

X . X

m ————=- m .——————=+w
=% (x+1)(x - 5) =5 (x+1)(x - 5)

Cosi pure con riferimento alla fig. 14 potremo scrivere:
X . X

Iiquo_m=—1 e I|mXﬁ0+—=1

2.4. Calcolo dei limiti

Il calcolo del limite per x tendente ad ¢ di una funzione continua é facile: basta sostituire c alla x: il
valore assunto da y é il valore del limite cercato.

Se invece la funzione non & continua in ¢, quando si sostituisce ¢ ad x possono verificarsi delle
forme cosiddette indeterminate, le piu comuni delle quali sono:
[o0]

y = 0X% oo; y = 00— 00; =—; =

0 0
Per la soluzione di questi casi Sono necessarie conoscenze che trascendono i limiti di questo corso.

2.5. Due limiti fondamentali
Ci limitiamo a dare, senza dimostrazione, la soluzione di due limiti fondamentali.

1° lim, ™=y (13)
X

purché x indichi la misura in radianti dell'angolo.
Se invece la misura dell'angolo € in gradi e la indichiamo z, allora si ha:

. senz n
lim, ,—=— 14
=%z 180 (14)
o : 1.,
2 lim,_ 1+>)"=e (15)
X

dove e & un numero irrazionale assunto come base dei logaritmi naturali® (il cui simbolo & In). Il
valore di e, approssimato per difetto fino all'undicesima cifra &

e [ 2,71828182845

® L'importanza dei logaritmi naturali deriva dal fatto che le formule in cui intervengono logaritmi, si presentano nella
forma piu semplice se i logaritmi hanno base e.
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3. LADERIVATA
Prendiamo in esame una funzione che per il momento supponiamo sia derivabile’. Per fissare le
idee consideriamo la funzione

y=0,5x? - x+1 (16)
che é stata gia disegnata sopra e di cui riproponiamo il diagramma in fig. 17.

Supponiamo ora di disegnare in alcuni punti del
diagramma la retta tangente alla curva®, di valutare
gli angoli  che queste rette formano col verso
positivo dell’asse x e di calcolare i relativi valori di
tang . E’ chiaro che al variare di X, cioe
spostandosi nei vari punti della curva, si troveranno
in generale valori diversi di tang

Riusciamo a scrivere una funzione che esprima
I’andamento di tang in funzione di x?

Diciamo subito che se ci riusciremo, chiameremo
questa nuova funzione: derivata della funzione
(16).

Figura 17

Prendiamo in esame un arco di curva qualsiasi di A
equazione y=f(x). Consideriamo due punti P e Q su y
guesta curva e tracciamo per P e Q una secante s. La
retta s formera un angolo con I’orizzontale a passante
per P. - t
Detta xq I’ascissa di P e h la differenza tra I’ascissa di -

Q e I’ascissa di P, si osservi che I’ordinata del punto P e B Q S
f(xp) e I’ordinata del punto Q e f(xg+h). 5
Ricordando la definizione di tangente trigonometrica e P a
facile dedurre che la tangente dell’angolo & data da: ! H

QH _flu+m-fi) ]
PH h -
Ora se immaginiamo di spostare Q lungo la curva verso : !
P, la secante s si avvicinera sempre piu alla tangente t e

si avvicinera sempre piu all’angolo formato da t con -
I’orizzontale a (e quindi con I’asse x). -

10—

tga =

Figura 18

A questo punto e chiaro che per calcolare la (17) relativa alla tangente t, basta calcolare il limite
della (17) per h tendente a zero:

f(Xo +h)_ f(Xo)

tga, =lim, _, h

(18)

" Rinviamo ad un successivo paragrafo I’illustrazione del significato di questa espressione.
8 La retta tangente ad una curva si definisce come la posizione limite di una retta secante quando i due punti di
intersezione coincidono.
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Cosa esprime la (17)?

La (17) fornisce il valore della tangente trigonometrica dell’angolo formato con I’asse x dalla retta
tangente alla curva nel suo punto di ascissa Xg.

Ma poiché cio che abbiamo calcolato per il punto P di ascissa X possiamo calcolarlo per qualunque
altro punto di ascissa x, la (18) definisce la cosiddetta derivata della funzione f(x) se al posto di X
scriviamo X:

. . : f(x +h)-f(x)
derivatadi f(x)= f'(x)=Ilim,_, . (16) (19)

Diciamo, anzi, che questo limite, se esiste ed é finito, & proprio per definizione la derivata di f(x)
nel punto generico Xx.

NOTA
La derivata di una funzione f(x) viene in generale indicata con la notazione f'(x). Ma possono
essere usati anche altri simboli:

Y, f'(x); Df(x); df (x)
dx

Con un esempio verra chiarito meglio il concetto di derivata.

Data la funzione f(x)=0,5x*>-x+1 (v. diagramma in fig. (14)), ricaviamoci la derivata
applicando la (15).
0,5(x +h)? = (x+h)+1-(0,5x* - x +1)

£(x) = lim, _,

h
eseguendo il quadrato, semplificando e applicando la regola per il calcolo del limite, si ottiene:
2 — —_—
F(x) = Iimhﬁow = lim, ,05h+x-1=x~1

Dunque la derivata della funzione y = 0,5x2-x+1 ¢ la funzione y = f’(x) = x-1.

Cio significa, per esempio, (riferirsi alla fig. (14)) che tang per la retta t; (che € tangente nel punto
di ascissa 1) e data da
tang =f(-1)=-1-1=-2

Mentre per la retta to, (che & tangente nel punto di ascissa 1)
tang =f(1)=1-1=0

E infine per la retta t3 (che & tangente nel punto di ascissa 4)
tang =f(4)=4-1=3

In corrispondenza di questi tre valori di tang e facile trovare, con una calcolatrice (o con altri
strumenti informatici), i relativi valori di . Essi sono stati riassunti nella tabella seguente:
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TAB. 13

tang
rad gradi
-2 1,10715+ =2,03444 |-63,435+180=116,565
0 0 0
3 1,249046 71,56505

Note.
e Setang € negativo, & maggiore di 90°, mentre la calcolatrice fornisce il valore del
minore dei due angoli formati da due rette. Con riferimento alla fig. (14) I’angolo | é

ottenuto aggiungendo (o0 180°) al valore fornito dalla calcolatrice.

= Per laretta ty I’angolo  vale zero; cio significa che t, e parallela all’asse x (come infatti si
vede bene nella figura.

= Per quanto riguarda 3 il valore trovato e credibile, perché in figura si vede bene che la

pendenza di t3 &€ compresa tra 45° e 90°.

3.1. osservazione importante

L'esempio or ora sviluppato si presta ad alcune considerazioni molto importanti.

Con riferimento alla fig. 14 e alla TAB. 13 si noti che:

Nei punti in cui la curva & decrescente® la sua derivata & negativa;

Nel punto in cui la curva ha un minimo, la sua derivata € nulla; cioé la retta tangente alla curva in
un punto di minimo é parallela all'asse x;

Nei punti in cui la curva é crescente, la sua derivata é positiva.

TAB. 14 - RIASSUNTO

f'(x)>0 / oppure / crescente
N N

f'(x)=0

minimo massimo

f'(x)<0 \ oppure \ decrescente

3.2. derivabilita di una funzione

Consideriamo il limite dato nella (19) e indicato proprio come definizione di derivata.
Per cio che abbiamo visto sopra a proposito dei limiti, sappiamo che il limite potrebbe esistere per x
tendente ad a e non esistere per x tendente a b.
Si ribadisce che per I'esistenza del limite non é sufficiente che esistano, ma diversi, il limite
sinistro e il limite destro.
Dunque se il limite

. f(a+h)-f(a)

lim, , .

esiste ed é finito, allora esso e uguale alla derivata della funzione f(x) nel punto a.

® Una curva o una retta sono decrescenti se percorrendole da sinistra a destra le loro ordinate diminuiscono. Cioé se
a<b, si ha: f(a)>f(b).
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Cioé possiamo scrivere:

lim, flat h; ~f@ =f'(a)

e diremo che la funzione f(x) é derivabile nel punto a.

Per dare un'idea un po' piu concreta del concetto di non derivabilita di una funzione esaminiamo la
funzione cosi definita:

y=-x>+6x-3 perx 1
y=-x"-2x+5 perx 1

Come si vede dalla fig. 19 il diagramma & costituito da due archi rivolti verso il basso uscenti dal
punto comune (1;2).

yA

N

N\

o
L

Figura 19

Se ora immaginiamo di disegnare le rette tangenti nei vari punti dell'arco di sinistra (nei punti di
ascissa -1; -0,5; 0; 0,5; ecc.) si giungera alla posizione della retta tangente nel punto x=1 indicata in
fig. con t1. Analogamente se immaginiamo di disegnare le rette tangenti nei vari punti dell'arco di
destra (nei punti di ascissa 2,5; 2; 1,5; ecc.) si giungera alla posizione della retta tangente nel punto
x=1 indicata in fig. con t2. Si trova cioé che la funzione nel punto x=1 ha due tangenti diverse. E
poiché ormai sappiamo che la pendenza della retta tangente in un punto della curva é la derivata
della funzione in quel punto, la presenza di due tangenti in un punto comporterebbe la presenza di
due derivate in quel punto, il che equivale a dire che in quel punto la funzione non ¢ derivabile.

3.3. calcolo della derivata di alcune funzioni

Forniamo, qui di seguito, la derivata di alcune funzioni. Le dimostrazioni, che non svilupperemo,
procedono in modo analogo a quella dell’esempio sopra illustrato.

TAB. 15
y=f(x) y’=F(x) y=Inx y’'=1/x
y=costante y’=0 y=aX y'=aXIna
y=x1 y’=n x1-1 y=eX y' =eX
y=1/x y'=- 1x2 y=k f(x) (k=costante) |y’=k f’(x)
y=senx y’=cosx y=f(x) + g(x) y'=f'(x) + 9’(x)
y=cosx y'=-senx y=f(x) 9(x) y'=F(x) 90+ g'(x) f(x)
y=tangx y’=1/cos2x=1+tang2x y=f(x)/g(x) y'= [F(X) g(x) - g'(x) F)1/[9(x)]2
y=log, X y'=(/x)log, e y=flg(x)] y’=Flg(x)] g'(x)
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3.4. interpretazione cinematico del concetto di derivata

Finora abbiamo introdotto il concetto di derivata riferendoci al suo significato geometrico:
I'abbiamo cioé interpretata come misura della pendenza della retta tangente ad una curva nei diversi
punti della curva stessa.

Un‘altra interpretazione molto interessante della derivata di una funzione scaturisce quando questa
funzione ha un significato cinematico (rappresentazione dello spostamento di un oggetto dotato di
una certa velocita).

Per rendercene conto immaginiamo che un veicolo si stia movendo lungo una strada rettilinea alla
velocita di 5 m/s.

E chiaro che se sulla strada @ stata segnata una scala in metri ed il veicolo
parte dal punto segnato con O metri, dopo 1 secondo avra compiuto lo
spostamento s di 5 metri e quindi si trovera nel punto 5 m, dopo 4 secondi
dalla partenza avra compiuto uno spostamento dal punto di partenza di 20
metri e quindi si trovera nel punto 20 m, ecc.
In generale cioé detto t il tempo in secondi e s lo spostamento in metri e v
la velocita, il legame trat, s e v sara:

s=vt (20)

o

Questa equazione (algebrica di 1° grado a due incognite) pud essere
rappresentata sul piano cartesiano (t;s) da una retta (v. fig. 16 dove v=5).

Come si vede bene nella figura, la pendenza di questa retta, cioe il valore
di tang e dato da: Figura 20

tang =BK/OK=sg/tg=V (21)
dove: sg;tg sono le coordinate del punto B.

Passando ai valori numerici
tang =20/4=5

Conclusione: Se del moto di un veicolo si dispone solo del diagramma (spazio;tempo) e questo
diagramma é una retta,

» lavelocita é costante

e edéuguale atang calcolabile con la (21).

Supponiamo ora che il diagramma (spazio;tempo) di un moto non sia una retta. E' chiaro che la
velocita non € costante, ma variera da istante a istante. Pero possiamo chiederci:

I. qual é la velocita media tra due punti?
I1. qual é la velocita istantanea in un certo punto?
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Esaminiamo il diagramma temporale di fig. 21. E As

supponiamo di voler calcolare la velocita media 13 1
tenuta dal veicolo nel suo tragitto da sl a s2. 114
Poiché per compiere quel tragitto ha impiegato il 10+S; B
tempo t2-t1, la sua velocita media in g:
quell'intervallo di tempo sara data da: 74
_S5 7S 67
mT T L (22) 57
t, -t il
Ma come si vede questo rapporto non ¢ altro che 2:51 ALe
la pendenza della retta secante passante per A e 1 t
per B. Cioé la velocita media é data da tang . oo N g
E cosi abbiamo risposto alla prima domanda. 2 1 0 1 s 4 sbo

2
Figura 21

Per rispondere alla seconda domanda, supponiamo di voler calcolare la velocita istantanea che il
veicolo possiede nell'istante in cui esso passa per la posizione s1. Si tratta cioé di valutare la
velocita caratteristica del punto A del diagramma.

Se allora consideriamo la velocita media tra i punti A e B, e immaginiamo di scegliere il punto B
sempre piu vicino ad A, la velocitd media si avvicinerd sempre piu al valore della velocita
istantanea nel punto A. Quindi possiamo considerare la velocita istantanea v; come il limite della

velocita media quando la distanza tra A e B tende a zero, ossia quando l'intervallo di tempo ty-t;
tende a zero. Risulta percio:
S; 7S

v, =lim__ Lt

(23)

Ma questa espressione non é altro che la derivata della funzione s(t) calcolata per t=t;.

Osserviamo poi che al tendere di B ad A, cioe di ty-t;a zero, la secante tende alla tangente alla curva

nel punto A. E la velocita media che era data dalla pendenza della retta AB, diventa cosi velocita
istantanea, misurata dalla pendenza della tangente alla curva in A.

Due esempi aiuteranno a chiarire questo utilizzo della derivata.

1) Si supponga che la legge con la quale si muove un veicolo sia
S=2t2+4t+3

Si voglia calcolare la velocita del veicolo nell'istante t=3.

Calcoliamo la derivata (con le regole fornite dalla TAB: 15:

s'=4t+4
e calcoliamo il valore di s' per t=3.

Si ha:
s'(3)=16
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La velocita del veicolo nell'istante t=3 & di 16 metri al secondo™
2) Si supponga che la legge con la quale si muove un veicolo sia
s=t2-4t+5
Si voglia calcolare la velocita del veicolo nell'istante in cui passa per la posizione s=50.

Poniamo allora nell'equazione del moto s=50:

Risulta
50=t2-4t+5
t2-4t-45=0
Risolviamo questa equazione di 2° grado in t e troviamo due soluzioni:
t1:-5; t2:9

t; non ha significato fisico in quanto negativa; rimane t,=9.
Calcoliamo allora la derivata della funzione data nel punto t=9.

s'(9)=2t-4=14
Quindi la velocita del veicolo quando passa per la posizione s=50 & di 14 m/s*".

* * *

3.5. derivate di ordine superiore

Abbiamo fin qui constatato che la derivata di una funzione e pure una funzione.
Esempi:

se y=f(x)=5x2+3x-7

la sua derivata & y'=f '(x)=10x+3 che é pure una funzione di x.
se y=f(x)=3senx

la sua derivata & y'=f '(X)=3cosx che e pure una funzione di x.

Cio premesso é del tutto naturale immaginare di calcolare la derivata di una derivata. Detta cioe

y=9(x)=f '(x)
avremo che

y'=g'(x)=f "(x)
che chiameremo derivata seconda di f(x).

Anche in questo caso si usano diverse notazioni:

vy, f"(x); D2f(x); d?(x)
dx?

Per analogia chiameremo derivata prima quella introdotta dalla (19).

10 | a velocita sara espressa in metri al secondo se nell'equazione data gli spostamenti s sono espressi in metri e i tempi t
in secondi.
1 Vedi nota precedente.
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Dopo di che é del tutto intuitivo cosa si intenda per derivata terza, quarta, ecc.

Esempi:
1) Se y=3x2-4x+5
Si avra:
y'=6x-4
y'=6
y"=0
=)
2) Se y=senx
Si avra:
y'=C0sx
y"=--senx
y"'=-C0OSX
y""'=senx
3) Se y=eX
Si avra:
y'=ex
y'=ex
y"'=eX
y"'=ex

Quanto al significato delle derivate di ordine successivo, ci limitiamo a dare un cenno
dell'interpretazione geometrica e di quella cinematica della derivata seconda.

3.6. significato geometrico della derivata seconda

Torna comodo rifarci all™osservazione importante™ del paragrafo 3.1, alla fig. 17 e alla TAB: 14.
La fig. 17 rappresenta il diagramma della funzione f(x). In questo diagramma notiamo che,
percorrendolo da sinistra a destra, troviamo

e prima punti con derivata prima sempre negativa (quindi la curva e decrescente)

e poi un punto con derivata prima nulla (ed € un punto di minimo)

< infine punti con derivata prima sempre positiva (quindi la curva e crescente)

Insomma la derivata prima, in questo diagramma € a sua volta una funzione crescente. Ma la
derivata seconda di f(x), in quanto derivata prima di f '(x) che € crescente, é positiva.

D'altra parte una curva che prima & decrescente poi ha un minimo e poi € crescente & una curva con
la concavita verso I'alto.

Conclusione: una funzione avente un diagramma con la concavita verso I'alto ha la derivata
seconda positiva.

Con ragionamenti del tutto analoghi si conclude anche che una funzione avente un diagramma
con la concavita verso il basso ha la derivata seconda negativa.

3.7. significato cinematico della derivata seconda

Abbiamo visto nei paragrafi precedenti che la legge del moto di un veicolo puo essere espressa
mediante un'equazione del tipo s=f(t). Abbiamo anche visto che I'andamento della velocita nel
tempo si puo ottenere dalla derivata prima di detta funzione.
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Ora se la velocita del veicolo - col passare del tempo - aumenta, diremo che il veicolo e dotato di
accelerazione. L'accelerazione media si definisce come segue:

v, -V
a,(t)=*—+ (24)
tL-y
con v, e vy velocita agli istanti t) e t;.

e l'accelerazione istantanea &, tenuto conto del significato gia illustrato della derivata prima:

a,(t) = lim,__, VaTVi WOM (25)
-t -t
e questo limite é la derivata di f '(t), cioé é la f "(t).

Dunque I'accelerazione istantanea del veicolo é data dalla derivata seconda della funzione f(t)
che ne descrive il moto.

Esempio:

Si noti anche che se la velocita aumenta, significa che f'(t)aumenta e allora f "(t), in quanto
derivata primadi f'(t), e positiva.

Dunque se il moto e dotato di accelerazione positiva (velocita crescente) la derivata seconda &
positiva.

Analogamente se il moto e dotato di accelerazione negativa (velocita decrescente) la derivata
seconda € negativa.
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4. INTEGRALI INDEFINITI
Nel paragrafo 3.3 abbiamo visto come si risolve il seguente problema:

data una funzione, trovare la sua derivata.
Ora vogliamo risolvere il problema inverso, ciog:

data una funzione f(x) trovare una funzione F(x) la cui derivata sia uguale a f(x), cioé tale che
sia:
F'(x) = f(x) (26)

Una tale funzione F(x) dicesi primitiva della funzione f(x).

Per esempio la funzione %x3 ¢ una primitiva della funzione x2 perché
1.
D(=x?) = x2
( 3 )

Si osservi che anche tutte le funzioni 3 x®+k (dove k & una costante qualsiasi) sono primitive della

funzione x2 perché
D(% X +k)= X2

Quindi se una funzione F(x) & una primitiva di f(x), anche le funzioni F(x) + k sono primitive di

f(x).
L'insieme di tutte le primitive di f(x) si chiama integrale indefinito della funzione f(x) e si
indica col simbolo

j f (x)dx
Percio si ha:
[ £00dx=F(x) +k 27)
4.1. calcolo di un integrale indefinito

Visto che l'operazione di integrazione indefinita e I'operazione inversa della derivazione, in alcuni
casi ¢ facile risolvere l'integrale di una funzioni utilizzando all'inverso, ove possibile, la tabella 15 e
applicando la (23) e la (24):

TAB. 16
xN dx = (1/n) xN*1+ cost.

1/x2dx = - 1/x + cost.

senx dx = - cosx + cost.

cosx dx = senx + cost.

eX dx = eX + cost.

[N [ SE—  S—  SS— | S— | S—

aX dx = (1/In a) aX + cost.
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Per molte altre funzioni o non € possibile calcolare I'integrale indefinito, oppure & possibile a patto
di applicare dei metodi che trascendono i limite di questo corso. Aiutano, tuttavia, in alcuni casi le
seguenti proprieta, che ci limitiamo ad enunciare.

1) L'integrale del prodotto di una funzione per una costante e uguale al prodotto di quella
costante per I'integrale della funzione.

j k f(x) dx = kj f(x) dx

2) L'integrale della somma di piu funzioni € uguale alla somma degli integrali delle
singole funzioni:

[ IF00 + f 00 .4 0T dx = [ F10) dx+ [ £ 00 dx+.t [ £, () dx

5. INTEGRALI DEFINITI

L'integrale definito € nato come risposta al problema di
calcolare I'area della zona del piano cartesiano ABCD, limitato
cioé dall'arco CD del diagramma della funzione f(x), dal tratto
AB dell'asse delle x e dai due segmenti perpendicolari all'asse x -
DA e CB. Figura 22

Consideriamo dunque il tratto del diagramma della funzione f(x) (fig. 22) compreso tra le ascisse a
e b e dividiamo l'intervallo compreso tra a e b in n intervallini uguali la cui lunghezza chiameremo
h. Chiamiamo inoltre m; il minimo della funzione nell' i-esimo intervallino e M; il massimo della

funzione nello stesso intervallino.

Figura 23

E' facile a questo punto scrivere l'area dello scaloide inscritto *?

circoscritto™ S,,. Avremo:

s, e l'area dello scaloide

"2 per scaloide inscritto s'intende la somma di tutti i rettangoli di base h e di altezza m,
"3 Per scaloide circoscritto s'intende la somma di tutti i rettangoli di base h e di altezza M;
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Sp =hmg+hmy+hmg+.. +hmg, (28)
Sp=hMi+hMy+hMsz+.... +h M, (29)

Si potrebbe dimostrare (ma € abbastanza intuitivo guardando la figura 23) che facendo tendere n
all'infinito (cosi h tende a zero) il limite di s, e il limite di S;, coincidono con l'area della zona
ABCD. Cioe:

lim, s, =lim, .S, =area(ABCD) (30)

n

Il valore comune dei limiti della (30) si chiama integrale definito della funzione f(x) esteso
all'intervallo [a,b] e si indica con la notazione:

[ (o (31)
e si usa leggerlo: integrale definito da a a b di f(x) dx.

Quindi
[ f(odx=lim, s, =lim, S (32)

00 n

NOTA
Si faccia attenzione che l'integrale definito € un numero ben determinato che dipende solo da f(x);
daaedab.

5.1. alcune proprieta dell'integrale definito
1) Scambiando i limiti di integrazione a e b, cambia il segno dell'integrale:
[ fooax=-["f(x)ax (33)

2) Se a; b; ¢ sono punti del dominio di f(x) risulta:
[0 00dx=" £ (x)dx+ [ f (x)dx (34)

3) Teorema della media: L'integrale definito di una funzione continua f(x) & uguale all'ampiezza
dell'intervallo di integrazione moltiplicata per il valore che la funzione integranda assume in un
conveniente punto X, di questo intervallo; cioé

[ £ (9dx=(0-2) f(xq) (35)

5.2. relazione fra lI'integrale definito e I'integrale indefinito
Per affrontare il problema del calcolo di un integrale definito vi sono due strade:

1. calcolare uno dei limiti della (32), cosa in genere piuttosto difficile,oppure

2. utilizzare la relazione esistente tra integrale definito e integrale indefinito. Ed & questa che in
generale viene usata. Ci asteniamo qui, tuttavia, dalle dimostrazioni e ci limitiamo ad
illustrare il metodo pratico di calcolo.
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Dalla teoria degli integrali indefiniti ricordiamo che essi sono I'insieme di tutte le primitive della
funzione f(x) e che due primitive qualunque di f(x) differiscono solo per una costante.

Sia allora g(x) una di queste primitive della funzione f(x). La conclusione fondamentale & che

I'integrale definito da a a b di f(x) é data dalla differenza della primitiva g(x) calcolata nel
punto b meno la primitiva g(x) calcolata nel punto a; ossia:

[ f (9dx=g(b)-0(a) (36)

Si ricordi che un cenno sul calcolo delle primitive di una funzione é dato nel paragrafo 4.1.

Si usa indicare la (36) anche con la seguente notazione:

[ fooax=[a(0l: (37)

Sviluppiamo qualche esempio di applicazione degli integrali definiti.

1) Calcolare l'area della zona limitata dalla curva di equazione y=senx con x variabile
nell'intervallo [0, ] e dall'asse x.

y

L'area chiesta e data da
J'O” senxdx=[- cos(x)]} =-cos +cos0=1+1=2

2) Calcolare I'area della regione compresa tra le due curve di equazioni
2

p) y = 2Vx, q) y= XT
Ay
equazione p | B
\
\
\
\
\
equazione q } X
G A >

L'ascissa del punto B, che si determina risolvendo il sistema delle equazioni delle curve, & x=4.
L'area richiesta si calcola eseguendo la differenza dell'integrale da 0 a 4 della prima funzione meno
I'integrale da 0 a 4 della seconda funzione.
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3 4

4o e 4 x* 4 3 x 16
24Uxdx-| —dx=| (2Vx——)dx=| =x2 —-—| ==/
Io .[0 4 .[0( 4) |:3 12:|0 3

3) Calcolare l'area della zona compresa tra la curva di equazione y=x2-4x+4 e la retta di
equazione y=2x-1.

=

MNER ORNMWDUO ON®O O
. L

i

Per trovare le coordinate delle intersezioni A e B tra retta e curva basta risolvere il sistema delle
loro equazioni. Si trova
A) (1;1) B) (5;9)

L'area cercata allora & data da:
[ @x-nax - [ (x* - 4x+ 4)dx =
1 1
= f(Zx—l— X® +4x - 4)dx =
5

:J'S(—x2 +6x-5)dx = {—lﬁ +6><£x2 —5X} =
1 3 2

1

=152 4 ax5 —25—(—1+3—5j=£
3 3 3
5.3. altre applicazioni degli integrali definiti

Per prendere dimestichezza con l'uso degli integrali definiti e indefiniti, e utile risolvere alcuni
problemi tipici che mostrano, tra I'altro, la grande potenza del calcolo integrale.

5.3.1. Calcolo del volume di un solido di rotazione

Immaginiamo un arco di curva (fig. 24) costituito dal vA
diagramma della funzione f(x) limitato all'intervallo |
a X b. Se facciamo rotare questo arco attorno all'asse x, ‘
otteniamo un solido di rotazione (fig. 25)di altezza b-a e |
avente sezioni rette circolari di diametro 2f(xo) (essendo M }

\

\

. . . \ \
X0 l'ascissa generica di un punto dell'asse x compreso tra a \
A B X
eb). o Tk Lo
Figura 24
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Figura 25

Si vuol calcolare il volume di questo solido di rotazione.

A tale scopo si costruisca si divida l'intervallo A
(a,b) in n parti uguali e chiamiamo h la loro Y
larghezza. Costruiamo quindi lo scaloide

inscritto all'arco in esame.

Immaginando di far rotare lo scaloide intorno

all'asse x, si otterra una figura solida costituita

da tanti cilindri aventi altezza h e diametro m;

(indicando con m; il minimo della funzione f(x)

nell'i-esimo intervallino). Quindi il volume Vs .
dello scaloide sara dato da:

Vs= mq2h+ my2h+ .+ miZh+ ...+ my2h

Ma allora il volume V del solido di rotazione di fig. 25 si otterra calcolando il limite di Vs per n
tendente all'infinito

V=lim (my2h+ my2h+ .+ mi2h+ ...+ mZh)

Ma il limite per n tendente all'infinito della parte entro parentesi non ¢ altro che I'integrale definito
da a a b del quadrato di f(x).Quindi

V= nj“ £2(x)dx (38)

5.3.2. Volume del cono

A titolo di esempio sviluppiamo il calcolo del
volume di un cono.

Esso pud essere considerato come il solido
generato dalla rotazione del segmento di retta di
equazione y=ax+b.

Nel nostro caso b=0 perché la retta generatrice
passa per l'origine; il parametro angolare della
retta ¢, come si vede in figura, r/h. Quindi
I'equazione della retta & y = (r/h)x.
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Ora basta applicare la (38) e risulta:
2

2 3" 2 13
Veono = ﬂfoh(%)zxzdx=ﬂ#10h x*dx = ﬂ%{%} = iTr—h— =%77h|’2 (39)

5.3.3. Volume della sfera

Si puo facilmente dimostrare che lI'equazione yA
del cerchio di raggio r e col centro
nell'origine e

da cui si ricava: X
>

yZ:rz—)(2 -r 0 r

Dato che la sfera di cui si vuol determinare il volume é generata dalla rotazione attorno I'asse x del
semicerchio di figura la cui equazione &

y = r2 — x2

basta applicare la (38) a detta funzione. Si ha allora:

3 3

)= 3w (@)

r r r 3
Vstera = ﬂ'f_ryzdx = 7T_L(I’2 - x?)dx = ﬂ[rzx—%} = 7(r _%+ r3 _%

5.3.4. Calcolo della lunghezza di un arco di curva

Consideriamo il diagramma della funzione

f(x). In esso tra le ascisse a e b rimane 7 |
determinato un arco. Vogliamo determinare

la lunghezza di quest‘arco.

Dividiamo [lintervallo (a,b) in n parti
mediante i punti x1, x2,....xn e da questi punti
alziamo delle perpendicolari all'asse x fino ad
incontrare l'arco in questione nei punti Po,
P1,......Pn. Unendo questi punti ordinatamente 0
con dei segmenti otteniamo una spezzata che Figura 27

si dice inscritta nell'arco e che avra una lunghezza I.

Si definisce lunghezza dell'arco Po Pn il limite della lunghezza di una spezzata inscritta
guando le lunghezze dei suoi lati tendono a zero.

Dunque, detta s la lunghezza dell'arco, per definizione si ha:

s=lim; ,I
dove & la misura del massimo lato della spezzata.

Si dimostra che la lunghezza s dell'arco é dato da:
s= 1+ 2 (xdx (41)
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Ci asteniamo dal dare esempi numerici di calcolo della lunghezza di un arco perché lo sviluppo di
quest'integrale richiede lI'impiego di alcune regole che qui non sono state date.

Era importante tuttavia far intravedere l'esistenza di una delle innumerevoli e interessanti
applicazioni degli integrali definiti.
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OSSERVAZIONI

L'intento di questi appunti e quello di fornire un promemoria agli studenti per aiutarli a rivedere le
lezioni ascoltate in aula.

D'altra parte essi sono rivolti soprattutto a persone prive di preparazione matematica di scuola
media superiore e in ogni caso frequentanti Corsi per i quali la matematica € solo una materia
complementare.

Sono state cosi tralasciate molte considerazioni di rigore strettamente matematico, facendo leva
soprattutto sull'intuizione; si sono volutamente trascurati metodi di calcolo e si sono sviluppati
esercizi applicativi solo per illustrare meglio i concetti presentati.

Gli esempi sono stati scelti col duplice scopo di illustrare meglio l'argomento trattato e
contemporaneamente di ribadire e applicare una volta di piu, o in una luce diversa, concetti
sviluppati nei paragrafi precedenti.
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